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Re´sume´. Nous de´montrons que la donne´e de la forme de Seifert entie`re et de la fonction zeˆta de Denef-Loeser d’un
germe de courbe plane a` singularite´ isole´e ne de´terminent pas le type topologique de ce germe. De plus, la fonction
zeˆta de Denef-Loeser d’un tel germe ne de´termine pas la forme de Seifert entie`re associe´e.
Abstract. We show that the topological type of a plane curve germ with isolated singularity is not determined by its
integral Seifert form and Denef-Loeser zeta function. Furthermore, the integral Seifert form of such a germ is not
determined by its Denef-Loeser zeta function.
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0. Introduction. Le but de cette note est la comparaison de deux invariants associe´s
aux germes de courbe plane a` singularite´ isole´e, la forme de Seifert entie`re et la
fonction zeˆta de Denef-Loeser.
Soient f : (Cn+1, 0) → (C, 0) un germe de fonction analytique a` singularite´ isole´e,
F la fibre de Milnor de f , h une monodromie ge´ome´trique de F , h∗ le morphisme
induit par h sur Hn(F,Z). La forme de Seifert entie`re de f , note´e A(f), est la forme
biline´aire de´finie sur le Z-module libre Hn(F,Z) par A(f)(α, β) = L(i+(α), β), ou`
L(., .) est le nombre d’enlacement dans la sphe`re S2n+1ε et i+(α) est le cycle obtenu en
poussant α hors de F dans une direction normale positive induite par l’orientation de
F . La forme de Seifert entie`re est un invariant du type topologique de la singularite´
du germe f .
En grande dimension, c’est-a`-dire pour n > 3, la forme de Seifert entie`re est un
invariant complet du type topologique. Dans le cas des germes de courbe plane (le
cas n = 1), l’auteur et F. Michel ont montre´ que la forme de Seifert entie`re n’est pas
un invariant complet, voir [D-M2].
La fonction zeˆta topologique (locale) d’un germe de fonction analytique complexe
est un invariant introduit par J. Denef et F. Loeser dans [D-L]. Nous appellerons cette
fonction la fonction zeˆta de Denef-Loeser du germe.
Dans le cas des germes de courbe plane, cette fonction a e´te´ e´tudie´e en particulier
par W. Veys, voir par exemple [V1] et [V2]. La formule de Veys rappele´e dans la
proposition 1.1 montre que la fonction zeˆta de Denef-Loeser est un invariant du type
topologique de la singularite´ du germe de courbe plane f .
En revanche, en grande dimension (n > 3), la fonction zeˆta de Denef-Loeser n’est pas
un invariant topologique de la singularite´. Ce re´sultat est duˆ a` E. Artal, P. Cassou-
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Nogue`s, I. Luengo et A. Melle [A-C-L-M]. Pour cela, ils conside`rent deux germes
de courbes planes dont les formes de Seifert entie`res sont isomorphes (les germes
construits dans [D-M2] mentionne´s plus haut). Ils montrent que les fonctions zeˆta
associe´es sont distinctes et concluent en proce´dant a` une double suspension.
Il est donc naturel de se demander si la donne´e de la forme de Seifert entie`re et
de la fonction zeˆta de Denef-Loeser d’un germe de courbe plane a` singularite´ isole´e
de´termine le type topologique de ce germe. Nous de´montrons ici que la re´ponse a`
cette question est ne´gative, en construisant des paires de germes de courbe plane f ′
et f ′′, a` singularite´ isole´e, de types topologiques distincts, qui ont la meˆme fonction
zeˆta de Denef-Loeser et dont les formes de Seifert entie`res sont isomorphes, voir le
the´ore`me 3.1.
Nous construisons ensuite des paires de germes de courbe plane g′ et g′′, a` singularite´
isole´e, de types topologiques distincts, qui ont la meˆme fonction zeˆta de Denef-Loeser
et dont les formes de Seifert entie`res ne sont pas isomorphes, voir le the´ore`me 3.3 et
la proposition 3.2 pour des e´nonce´s pre´cis. Ainsi, la fonction zeˆta de Denef-Loeser
d’un germe de courbe plane a` singularite´ isole´e ne de´termine pas la forme de Seifert
entie`re associe´e.
On e´tablit au passage une formule explicite qui permet le calcul des multiplicite´s
νi intervenant dans le calcul de la fonction zeˆta, en fonction des paires de Zariski du
germe e´tudie´, voir les propositions 1.3 et 1.4.
Les germes f ′ et f ′′ (resp. g′ et g′′) sont construits en ajoutant des paires de Zariski
a` un germe f (resp. g) que nous de´finirons dans un premier temps.
1. Notations et rappels. Soit f : (C2, 0) → (C, 0) un germe de courbe plane a`
singularite´ isole´e. Soit (X, h) la re´solution minimale de f−1(0) en 0. Nous notons Ei,
i ∈ T = Te ∪ Ts les composantes irre´ductibles de h
−1(f−1(0)), ou` Ei est une courbe
exceptionnelle pour i ∈ Te et une composante irre´ductible de la transforme´e stricte de
f−1(0) pour i ∈ Ts. Pour i ∈ Te, nous posons
o
Ei = Ei\∪j 6=i(Ej∩Ei). Les multiplicite´s
de Ei dans les diviseurs de f ◦ h et de h
∗(dx ∧ dy) sur X sont note´es respectivement
Ni et νi − 1. On a Ni > 1, νi > 1 et (Ni, νi) = (1, 1) pour i ∈ Ts.
Nous noterons enfin T (f) l’arbre dual de de´singularisation de f . Les sommets de
T (f) sont les points de T ; dans les figures qui suivent, un sommet est repre´sente´ par
un • si i ∈ Te et par une extre´mite´ de fle`che si i ∈ Ts ; les sommets i et j sont joints
par une areˆte de T (f) si et seulement si Ei ∩ Ej 6= ∅.
Proposition 1.1. Avec les meˆmes notations, la fonction zeˆta de Denef-Loeser de f
est donne´e par
Zf (s) =
∑
i∈Te
χ(
o
Ei)
νi + sNi
+
∑
(i,j)⊂T
χ(Ei ∩ Ej)
(νi + sNi)(νj + sNj)
.
De´monstration. Cette formule est due a` W. Veys, voir [V1, 2.2]. 
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Proposition 1.2. (Re`gles de calcul des Ni et νi). Les nombres N1 et ν1 associe´s
au sommet #1 qui apparaˆıt le premier lors de la de´singularisation par e´clatements
successifs sont N1 = mult0(f) (multiplicite´ de f en 0) et ν1 = 2. Soit Ei une
composante du diviseur exceptionnel obtenue par e´clatement d’un point Pi. Notons
P(i) l’ensemble des indices j tels que Pi ∈ Ej avant l’e´clatement et f
(i) le germe
de´finissant les composantes de la transforme´e stricte de f−1(0) qui passent par Pi
avant l’e´clatement de Pi. On a alors, card(P(i)) 6 2 et
Ni = multPi(f
(i)) +
∑
j∈P(i)
Nj et νi = 2 +
∑
j∈P(i)
(νj − 1)
ou encore, si P(i) = {j′(i)}, νi = 1+νj′(i) et, si P(i) = {j
′(i), j′′(i)}, νi = νj′(i)+νj′′(i).
De´monstration. Ces e´galite´s proviennent d’un calcul e´le´mentaire en coordonne´es
locales. 
Proposition 1.3. (Calcul de νi pour une premie`re paire de Zariski). Soit
f = f1 · · · fk : (C
2, 0) → (C, 0) un germe de courbe plane a` singularite´ isole´e, ou` les
germes f1, . . . , fk sont irre´ductibles. Soient p1/q1, . . . , pg/qg les paires de Zariski dans
le de´veloppement de Puiseux de f1. Soit i(1) ∈ Te le sommet (de rupture) de T (f)
associe´ a` la paire p1/q1. On a alors
νi(1) = p1 + q1.
De´monstration. Il est facile de voir que le calcul de νi(1) ne de´pend que de la
composante irre´ductible f1 du germe f .
Le de´but de la de´singularisation du germe f1 (jusqu’au diviseur repre´sente´ dans
T (f) par le sommet de rupture associe´ a` la paire p1/q1) utilise la suite (apl(i))i∈N des
approximations lentes du de´veloppement en fraction continue de p1/q1.
Les tableaux suivants donnent successivement les approximations lentes apl(i)
(range´es dans l’ordre croissant), les nume´ros d’apparition #i de la composante Ei
du diviseur exceptionnel et les valeurs de νi.
Premier cas :
p1
q1
= [h0, h1] := h0 +
1
h1
=
h0h1 + 1
h1
.
apl(i) 1 2 . . . h0 h0 +
1
h1
. . . h0 +
1
3
h0 +
1
2
h0 + 1
#i 1 2 . . . h0 h0 + h1 . . . h0 + 3 h0 + 2 h0 + 1
νi 2 3 . . . h0 + 1 h0h1 + h1 + 1 . . . 3h0 + 4 2h0 + 3 h0 + 2
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Deuxie`me cas :
p1
q1
= [h0, h1, h2] := h0 +
1
h1 +
1
h2
=
h0h1h2 + h0 + h2
h1h2 + 1
.
apl(i) 1 . . . h0 h0 +
1
h1 + 1
. . . h0 +
1
h1 +
1
h2
h0 +
1
h1
. . . h0 + 1
#i 1 . . . h0 h0 + h1 + 1 . . . h0 + h1 + h2 h0 + h1 . . . h0 + 1
νi 2 . . . h0 + 1 h0 + 1+ . . . h0 + 1+ h0h1+ . . . h0 + 2
(h0h1+ h2(h0h1+ h1 + 1
h1 + 1) h1 + 1)
Dans le premier cas, on trouve que νi(1) = h0h1+h1+1 = p1+q1, en se rappelant que
les deux e´critures de la fraction p1/q1 sont irre´ductibles. Dans le deuxie`me cas, pour la
meˆme raison, νi(1) = h0+1+h2(h0h1+h1+1) = h0h1h2+h0+h2+h1h2+1 = p1+q1.
Dans le cas ge´ne´ral, on a
p1
q1
= [h0, h1, h2, . . . , hg] := h0 +
1
h1 +
1
h2 +
···
hg−1+
1
hg
.
Introduisons les approximations rapides de la fraction continue p1/q1:
p1,0
q1,0
= [h0],
p1,1
q1,1
= [h0, h1],
p1,2
q1,2
= [h0, h1, h2], . . . ,
p1,g−1
q1,g−1
= [h0, h1, h2, . . . , hg−1],
et notons νh0 , νh0+h1 , νh0+h1+h2 , . . . , νi(1) = νh0+···+hg les valeurs de νi associe´es
aux approximations rapides de p1/q1 (comme ci-dessus, les indices sont les nume´ros
d’apparition des composantes du diviseur exceptionnel). Les calculs pre´ce´dents mon-
trent que les premie`res valeurs de νi sont successivement :
νh0 = h0 + 1 = p1,0 + q1,0, νh0+h1 = h0h1 + h1 + 1 = p1,1 + q1,1,
νh0+h1+h2 = h0 + 1 + h2(h0h1 + h1 + 1) = p1,2 + q1,2,
et que, pour tout j, 2 6 j 6 g, on a :
νh0+···+hj = νh0+···+hj−2 + hjνh0+···+hj−1 .
Mais les nume´rateurs et de´nominateurs des approximations rapides de p1/q1 ve´rifient
les relations de re´currence suivantes, pour tout j, 2 6 j 6 g,
p1,j = p1,j−2 + hjp1,j−1 et q1,j = q1,j−2 + hjq1,j−1,
ceci montre que, pour tout j, 2 6 j 6 g, νh0+···+hj = p1,j + q1,j et, en particulier,
νi(1) = p1 + q1. 
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Proposition 1.4. (Calcul de νi pour un sommet de rupture de T (f)). Soit
f1 une branche du germe f , soient p1/q1, . . . , pr−1/qr−1, pr/qr, . . . , pg/qg les paires de
Zariski de f1. Soient i(r) le sommet de rupture de T (f) associe´ a` la paire de Zariski
pr/qr, r > 1, de la branche f1 de f et νi(r−1) le nombre ν associe´ a` la paire de Zariski
pr−1/qr−1 de la branche f1. On a alors
νi(r) = pr + qrνi(r−1).
De´monstration. Posons ν ′ = νi(r−1), pr/qr = [h0, h1, . . . , hs] = h0 +
1
h1 +
···
hs−1+
1
hs
et
pr/qr = [h0+(ν
′−1), h1, . . . , hs] = h0+(ν
′−1)+
1
h1 +
···
hs−1+
1
hs
. Le calcul des nombres
ν associe´s aux sommets de l’arbre de de´singularisation de f1, au-dela` du sommet
de rupture i(r − 1) co¨ıncide avec le calcul des nombres ν associe´s aux sommets de
l’arbre de de´singularisation d’un germe irre´ductible f dont les paires de Zariski sont
pr/qr, . . . , pg/qg, au-dela` du sommet dont le nombre ν est ν
′. Nous trouvons donc la
formule indique´e :
νi(r) = pr + qr = pr + (ν
′ − 1)qr + qr = pr + qrν
′ = pr + qrνi(r−1).

2. Construction des germes f, f ′, f ′′, g, g′, g′′.
2.1. Les germes f . Nous conside´rons les germes de courbe plane a` singularite´ isole´e
f a` deux branches transverses dont la premie`re branche a pour paires de Zariski 3/2
et p/q et la seconde 5/2 et r/s, ou` p, q, r, s sont des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2
tels que pgcd(p, q) = pgcd(r, s) = 1. Par exemple, on peut prendre pour f le germe
dont les branches ont pour de´veloppements de Zariski
ϕ1(x) = x
3/2(1 + xp/2q) et ϕ2(x) = x+ x
5/2(1 + xr/2s),
L’arbre de de´singularisation T (f) du germe f a la forme indique´e Figure 1 (les
sommets de valence un ou trois sont note´s respectivement Bi ou Ai, les sommets
de valence deux sont omis, sauf le sommet #1 associe´ a` la composante du diviseur
exceptionnel qui apparaˆıt en premier lors de la de´singularisation).
Proposition 2.1. Notons mi les multiplicite´s des composantes du diviseur exception-
nel et νi les nombres associe´s aux sommets Ai de l’arbre T (f). On a alors m3 = m4
et ν3 = ν4 si et seulement si p, q, r, s ve´rifient les e´galite´s{
q(6q + 4s+ p) = s(4q + 10s+ r)
5q + p = 7s+ r
Ces e´galite´s et les conditions pgcd(p, q) = pgcd(r, s) = 1 sont ve´rifie´es par (p, q, r, s) =
(24, 7, 17, 6). On a alors m3 = m4 = 630 et ν3 = ν4 = 59. Plus ge´ne´ralement, ces
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Figure 1: T (f)
e´galite´s et les conditions pgcd(p, q) = pgcd(r, s) = 1 sont ve´rifie´es pour tout s, s > 5
et s 6≡ 2 mod 3, par
(p, q, r, s) = (2s2 − 7s− 6, s+ 1, 2s2 − 9s− 1, s).
De´monstration. D’apre`s les propositions 1.2, 1.3 et 1.4, les multiplicite´s mi des
composantes du diviseur exceptionnel et les nombres νi associe´s aux sommets Ai
de l’arbre T (f) sont donne´s par le tableau suivant :
Ai A1 A2 A3 A4
mi 6q + 4s 4q + 10s q(6q + 4s+ p) s(4q + 10s+ r)
νi 5 7 5q + p 7s+ r
Ceci donne le re´sultat indique´. 
2.2 Les germes f ′ et f ′′ et leurs arbres de de´singularisation. Nous conside´rons
les germes f ′ et f ′′ dont les branches ont les de´veloppements de Puiseux ϕ′1, ϕ
′
2 et
ϕ′′1, ϕ
′′
2 suivants :
ϕ′1(x) = x
3/2(1 + xp/2q(1 + x1/4q)), ϕ′2(x) = x+ x
5/2(1 + xr/2s(1 + x3/4s)),
ϕ′′1(x) = x
3/2(1 + xp/2q(1 + x3/4q)), ϕ′′2(x) = x+ x
5/2(1 + xr/2s(1 + x1/4s)).
Les arbres de de´singularisation T (f ′) et T (f ′′) des germes f ′ et f ′′ ont la forme
indique´e Figure 2.
Proposition 2.2 Avec les notations de la proposition 2.1, les multiplicite´s Ni des
composantes du diviseur exceptionnel et les nombres νi sont donne´s par les tableaux
suivants, successivement pour f ′ et pour f ′′ :
i A3 B5 A5 A4 C
′ B6 A6
Ni(f
′) 2m3 2m3 + 1 4m3 + 2 2m4 2m4 + 2 2m4 + 3 4m4 + 6
νi(f
′) ν3 ν3 + 1 2ν3 + 1 ν4 ν4 + 1 ν4 + 2 2ν4 + 3
i A3 C
′′ B5 A5 A4 B6 A6
Ni(f
′′) 2m3 2m3 + 2 2m3 + 3 4m3 + 6 2m4 2m4 + 1 4m4 + 2
νi(f
′′) ν3 ν3 + 1 ν3 + 2 2ν3 + 3 ν4 ν4 + 1 2ν4 + 1
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Figure 2: T (f ′) T (f ′′)
On passe de T (f) a` T (f ′) et T (f ′′) en remplac¸ant les fle`ches porte´es par A3 et A4
par ce qui est indique´ par les figures. Les multiplicite´s des composantes du diviseur
exceptionnel dans la partie de T (f ′) ou T (f ′′) reprise de T (f) sont obtenues en
multipliant par 2 celles des sommets correspondants de T (f). Les nombres νi associe´s
aux composantes du diviseur exceptionnel dans la partie de T (f ′) ou T (f ′′) reprise de
T (f) sont e´gaux a` ceux des sommets correspondants de T (f).
2.3. Les germes g. Nous conside´rons les germes de courbe plane a` singularite´ isole´e
g de´finis par
g(x, y) = (xa − yb)(xc − yd)((y − x)e − xf ),
ou` a, b, c, d, e, f sont des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2 tels que
e
f
< 1 <
a
b
<
c
d
et pgcd(a, b) = pgcd(c, d) = pgcd(e, f) = 1.
L’arbre de de´singularisation T (g) du germe de courbe plane g a la forme indique´e
Figure 3 (les sommets de valence trois ou un sont note´s respectivement Ai ou Bi, les
sommets de valence deux ne sont pas repre´sente´s en ge´ne´ral).
Figure 3: T (g)
Proposition 2.3. Notons n0 la multiplicite´ du germe g, n1, n2 et n3 les multiplicite´s
des composantes de valence 3 du diviseur exceptionnel de la de´singularisation du
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germe g rencontrant respectivement les transforme´es strictes des composantes xa−yb,
(y − x)e − xf et xc − yd. On a
n0 = b+ d+ e, n1 = ab+ ad+ be, n2 = e(b+ d+ f), n3 = d(a+ c+ e).
De plus, les nombres νi associe´s aux sommets de rupture A1, A2, A3 sont respective-
ment
ν1 = a+ b, ν2 = e+ f, ν3 = c+ d.
De´monstration. Voir les propositions 1.2 et 1.3. 
2.4 Les germes g′ et g′′ et leurs arbres de de´singularisation. Nous supposerons
a` partir d’ici que (a, b, c, d, e, f) ve´rifient les conditions donne´es en 2.3 et les e´galite´s
n2 = n3 et ν2 = ν3. Pour simplifier les calculs des formes de Seifert, nous imposerons
de plus que les pgcd des multiplicite´s le long des areˆtes de l’arbre T (g) soient e´gaux
a` 1. Toutes ces conditions sont ve´rifie´es par (a, b, c, d, e, f) = (11, 3, 14, 3, 5, 12).
Nous conside´rons les germes g′ et g′′ dont les branches ont les de´veloppements de
Puiseux γ′1, γ
′
2, γ
′
3 et γ
′′
1 , γ
′′
2 , γ
′′
3 suivants :
γ′1(x) = x
a/b(1 + x1/2b), γ′2(x) = x+ x
f/e(1 + x3/2e), γ′3(x) = x
c/d(1 + x1/2d),
γ′′1 (x) = x
a/b(1 + x1/2b), γ′′2 (x) = x+ x
f/e(1 + x1/2e), γ′′3 (x) = x
c/d(1 + x3/2d).
Nous avons donc ajoute´ a` chaque branche de g une paire de Zariski de la fac¸on
suivante : dans le cas de g′, les paires de Zariski ajoute´es sont 1/2, 1/2 et 3/2 pour
les branches associe´es respectivement a` a/b, c/d et f/e ; dans le cas de g′′, les paires
de Zariski ajoute´es sont 1/2, 3/2 et 1/2 pour les branches associe´es respectivement a`
a/b, c/d et f/e. Les arbres de de´singularisation T (g◦), ou` ◦ = ′ ou ′′, des germes g′
Figure 4: T (g′) T (g′′)
et g′′ ont la forme indique´e Figure 4 (les sommets de valence un ou trois sont note´s
respectivement Bi ou Ai, les sommets de valence deux sont omis en ge´ne´ral). On passe
de T (g) a` T (g′) et T (g′′) en remplac¸ant les fle`ches porte´es par A1, A2 et A3 par ce qui
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est indique´ par la figure. Les multiplicite´s des composantes du diviseur exceptionnel
dans la partie de T (g′) ou T (g′′) reprise de T (g) sont obtenues en multipliant par 2
celles des sommets correspondants de T (g). Les nombres νi associe´s aux composantes
du diviseur exceptionnel dans la partie de T (g′) ou T (g′′) reprise de T (g) sont e´gaux
a` ceux des sommets correspondants de T (g).
Notons que les pgcd des multiplicite´s le long des areˆtes de T (g◦) sont tous e´gaux a` 2.
Proposition 2.4. Les tableaux suivants donnent les multiplicite´s Ni des composantes
du diviseur exceptionnel, les quotients polaires Ni/ai et les nombres νi successivement
pour le germe g′ et pour le germe g′′. Comme ci-dessus, n0 = b+d+e, n1 = ab+ad+be,
n2 = e(b+ d+ f) = d(a+ c+ e) = n3, ν1 = a+ b, ν2 = e+ f = c+ d = ν3.
i A4 A2 #1 A1 A3 A5 A6
Ni(g
′) 4n2 + 6 2n2 2n0 2n1 2n3 4n3 + 2 4n1 + 2
Ni(g
′)/ai (2n2 + 3)/e 2n2/e 2n0 2n1/b 2n3/d (2n3 + 1)/d (2n1 + 1)/b
νi 2ν2 + 3 ν2 2 ν1 ν3 2ν3 + 1 2ν1 + 1
i A4 A2 #1 A1 A3 A5 A6
Ni(g
′′) 4n2 + 2 2n2 2n0 2n1 2n3 4n3 + 6 4n1 + 2
Ni(g
′′)/ai (2n2 + 1)/e 2n2/e 2n0 2n1/b 2n3/d (2n3 + 3)/d (2n1 + 1)/b
νi(g
′′) 2ν2 + 1 ν2 2 ν1 ν3 2ν3 + 3 2ν1 + 1
3. Les re´sultats.
The´ore`me 3.1. Soient p, q, r, s des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2 tels que
pgcd(p, q) = pgcd(r, s) = 1, q(6q+4s+p) = s(4q+10s+r) et 5q+p = 7s+r. Rappelons
que ces conditions sont ve´rifie´es par (p, q, r, s) = (24, 7, 17, 6) ou, plus ge´ne´ralement,
pour tout s, s > 5 et s 6≡ 2 mod 3, par
(p, q, r, s) = (2s2 − 7s− 6, s+ 1, 2s2 − 9s− 1, s).
Alors,
1. les formes de Seifert entie`res des germes f ′ et f ′′ sont isomorphes et
2. les fonctions zeˆta de Denef-Loeser de ces germes sont e´gales.
De´monstration. Les germes f ′ et f ′′ sont des germes a` deux branches. La condition
q(6q+4s+p) = s(4q+10s+r) implique que ces germes sont isome`res, c’est-a`-dire que
l’on passe de TN(f
′) a` TN(f
′′) en e´changeant les extre´mite´s de ces arbres ponde´re´s,
voir [D-M2] ou [D] pour une de´finition pre´cise. Les formes de Seifert entie`res associe´es
sont alors isomorphes, d’apre`s [D, th.2].
D’apre`s la proposition 1.1, la fonction zeˆta de Denef-Loeser du germe f ◦, ou` ◦ = ′
ou ′′, est donne´e par
Zf◦(s) =
∑
{i|v(i)=1}
1
νi(f ◦) + sNi(f ◦)
+
∑
{i|v(i)=3}
−1
νi(f ◦) + sNi(f ◦)
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+
∑ 1
(1 + s)(νi(f ◦) + sNi(f ◦))
+
∑
(i,j)
1
(νi(f ◦) + sNi(f ◦))(νj(f ◦) + sNj(f ◦))
,
ou` la premie`re somme est e´tendue aux sommets B1, . . . , B6, de valence 1, la deuxie`me
aux sommets A1, . . . , A6, de valence 3, la troisie`me aux sommets portant des fle`ches,
A5, A6 et la quatrie`me aux areˆtes (i, j) de l’arbre T (f
◦). La comparaison des arbres
TN(f
′) et TN(f
′′) d’une part, et Tν(f
′) et Tν(f
′′) d’autre part, montre imme´diatement
que Zf ′(s) = Zf ′′(s). 
Proposition 3.2. Soient a, b, c, d, e, f des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2 tels que
e
f
< 1 <
a
b
<
c
d
, pgcd(a, b) = pgcd(c, d) = pgcd(e, f) = 1,
e(b+ d+ f) = d(a+ c+ e) et c+ d = e+ f.
Alors les fonctions zeˆta de Denef-Loeser des germes g′ et g′′ sont e´gales.
De´monstration. D’apre`s la proposition 1.1, la fonction zeˆta de Denef-Loeser du germe
g◦, ou` ◦ = ′ ou ′′, est donne´e par
Zg◦(s) =
∑
{i|v(i)=1}
1
νi(g◦) + sNi(g◦)
+
∑
{i|v(i)=3}
−1
νi(g◦) + sNi(g◦)
+
∑ 1
(1 + s)(νi(g◦) + sNi(g◦))
+
∑
(i,j)
1
(νi(g◦) + sN◦i )(νj(g
◦) + sNj(g◦))
,
ou` la premie`re somme est e´tendue aux sommets B2, . . . , B6, de valence 1, la deuxie`me
aux sommets A1, . . . , A6, de valence 3, la troisie`me aux sommets portant des fle`ches,
A4, A5, A6 et la quatrie`me aux areˆtes (i, j) de l’arbre T (g
◦). La comparaison des arbres
TN(g
′) et TN(g
′′) d’une part, et Tν(g
′) et Tν(g
′′) d’autre part, montre imme´diatement
que Zg′(s) = Zg′′(s). 
The´ore`me 3.3. Soient a, b, c, d, e, f des entiers supe´rieurs ou e´gaux a` 2 tels que
pgcd(a, b) = pgcd(c, d) = pgcd(e, f) = 1, e(b+ d+ g) = d(a+ c+ e) et c+ d = e+ f ,
supposons de plus que les pgcd des multiplicite´s le long des areˆtes de l’arbre T (g)
valent 1 (ceci e´quivaut a` supposer que la monodromie du germe g est d’ordre fini) et
que l’on a l’ine´galite´
d(ab+ ad+ be) 6= e(b2 + 2bd).
Toutes ces conditions sont ve´rifie´es par (a, b, c, d, e, f) = (11, 3, 14, 3, 5, 12). Alors,
d’une part, les formes de Seifert entie`res des germes g′ et g′′ ne sont pas isomorphes
et, d’autre part, les formes de Seifert rationnelles de g′ et g′′ sont Witt-e´quivalentes.
De´monstration. On conside`re la filtration par le poidsM sur l’homologieH1(F (g
◦),Z)
de la fibre de Milnor F (g◦) du germe g◦, de´finie dans [D-M1] et utilise´e dans [D-M2]
et [D-H], par les formules suivantes, ou` la monodromie homologique est note´e comme
la multiplication par t, et ε de´signe un exposant de la monodromie.
M0(H1(F (g
◦),Z)) = H1(F (g
◦),Z), M−1(H1(F (g
◦),Z)) = Ker(tε − 1),
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M−2(H1(F (g
◦),Z)) =
(
(Ker(t− 1) + Im(tε − 1))⊗Q
)
∩H1(F (g
◦),Z).
L’article [D-M1] de´finit de plus une de´composition de F (g◦), associe´e a` l’arbre de
de´singularisation T (g◦), F (g◦) = ∪i∈TeFi(g
◦), voir aussi [D-M2] pour ces de´finitions.
Un calcul e´le´mentaire utilisant [D-M1] donne l’isomorphisme de Z[t, t−1]-modules
suivant
GrM0 H1(F,Z) ≃ Z[t, t
−1]/(t+ 1)⊕ Z[t, t−1]/(t+ 1).
Nous utilisons ensuite [D-M2, th. 2.21] et enfin [D-H, th. 1.7] et [D-H, th. 1.12].
Pour ◦ = ′ ou ′′, soient y◦ et z◦ des longs cycles trace´s sur F (g◦) joignant
respectivement d’une part les zones F4(g
◦) et F6(g
◦) (associe´es aux sommets A4 et
A6 de T (g
◦)) et d’autre part les zones F5(g
◦) et F6(g
◦) (associe´es aux sommets A5 et
A6 de T (g
◦)) de la fibre de Milnor de g◦, de telle sorte que
GrM0 H1(F (g
◦),Z) = Z[t, t−1]/(t+ 1) · y¯◦ ⊕ Z[t, t−1]/(t+ 1) · z¯◦.
Soit ε◦ le plus petit exposant de la monodromie du germe g◦. On rappelle que ε◦ est
le ppcm des multiplicite´s N◦i des sommets de rupture dans l’arbre TN(g
◦), c’est-a`-dire
que, par construction,
ε′ = ppcm(N ′1, N
′
2, N
′
3, N
′
4, N
′
5, N
′
6) = ppcm(N
′′
1 , N
′′
2 , N
′′
3 , N
′′
4 , N
′′
5 , N
′′
6 ) = ε
′′.
Nous noterons donc ε = ε′ = ε′′. Notons ar◦1 la longue areˆte de T (g
◦) joignant #1
et A1, ar
◦
2 la longue areˆte de T (g
◦) joignant #1 et A2, ar
◦
3 la longue areˆte de T (g
◦)
joignant A1 et A3, ar
◦
4 la longue areˆte de T (g
◦) joignant A2 et A4, ar
◦
5 la longue areˆte
de T (g◦) joignant A3 et A5, ar
◦
6 la longue areˆte de T (g
◦) joignant A1 et A6. Les areˆtes
portent donc le nume´ro du sommet de rupture qui en est l’extre´mite´ la plus e´loigne´e
du sommet #1.
La formule du twist [D-M2, th. 2.21] permet de calculer (tε − 1)y◦ et (tε − 1)z◦
en calculant les contributions de chacune des longues areˆtes. Vu que y◦ parcourt les
areˆtes ar◦1, ar
◦
2, ar
◦
4, ar
◦
6 et z
◦ les areˆtes ar◦3, ar
◦
5 et ar
◦
6, on trouve
(tε − 1)y◦ =
∑
i∈{1,2,4,6}
2∑
k=1
S(tkxi, y
◦)
2ε
δi
(
aj(i)
N◦j(i)
−
ai
N◦i
)tkxi,
(tε − 1)z◦ =
∑
i∈{3,5,6}
2∑
k=1
S(tkxi, z
◦)
2ε
δi
(
aj(i)
N◦j(i)
−
ai
N◦i
)tkxi,
ou` S est la forme d’intersection sur H1(F (g
◦),Z) , xi est un cycle de recollement
associe´ a` la longue areˆte ari, δi est la somme des multiplicite´s des composantes de g
◦
dont la ge´ode´sique passe par ari (voir [D-M2, 2.18], ou` cet entier est note´ νi) et j(i)
est l’indice du sommet de rupture ou du sommet #1 qui pre´ce`de i dans T (g◦).
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Les arbres TN(g
′) et TN(g
′′) permettent de choisir les xi de telle sorte que x1 = x2 =
x4, x3 = x5 et x1 = x3 + x6. Les valeurs des δi sont ici, dans TN(g
′) ou dans TN(g
′′),
δ1 = 2(b+ d), δ2 = δ4 = 2e, δ3 = δ5 = 2d et δ6 = 2b.
Notons Tw◦i =
2ε
δi
(
aj(i)
N◦j(i)
−
ai
N◦i
) le coefficient de twist le long de ar◦i , ou`
◦ = ′ ou ′′
ou absence d’exposant, on trouve donc :
Tw1
ε
=
1
b+ d
(
1
2n0
−
b
2n1
),
Tw2
ε
=
1
e
(
1
2n0
−
e
2n2
),
Tw3
ε
=
1
d
(
b
2n1
−
d
2n3
),
Tw′4
ε
= (
1
2n2
−
1
2n2 + 3
),
Tw′5
ε
= (
1
2n3
−
1
2n3 + 1
),
Tw′6
ε
= (
1
2n1
−
1
2n1 + 1
),
Tw′′4
ε
= (
1
2n2
−
1
2n2 + 1
),
Tw′′5
ε
= (
1
2n3
−
1
2n3 + 3
),
Tw′′6
ε
= (
1
2n1
−
1
2n1 + 1
).
Afin de comparer les valeurs ainsi trouve´es, rappelons que, par construction, n2 = n3.
On trouve donc
(tε − 1)y◦ = (Tw1 + Tw2 + Tw
◦
4)S(x1, y
◦)(x1 − tx1) + Tw6S(x6, y
◦)(x6 − tx6),
(tε − 1)z◦ = (Tw3 + Tw
◦
5)S(x3, z
◦)(x3 − tx3) + Tw6S(x6, z
◦)(x6 − tx6).
Suivant [D-H], nous noterons S2 la forme biline´aire syme´trique sur Gr
M
0 H1(F,Z)
de´finie par S2(u, v) = S((t
ε − 1)u, v). Quitte a` remplacer y◦ ou z◦ par leurs oppose´s
et vu que, par construction, x1 = x3 + x6, on peut supposer que
S(x1, y
◦) = −S(tx1, y
◦) = S(x6, y
◦) = −S(tx6, y
◦) = 1, S(x3, y
◦) = −S(tx3, y
◦) = 0,
S(x3, z
◦) = −S(tx3, z
◦) = −S(x6, z
◦) = S(tx6, z
◦) = 1, S(x1, z
◦) = −S(tx1, z
◦) = 0.
La forme S2 ve´rifie donc les e´galite´s suivantes
S2(y
◦, y◦) = 2(Tw1 + Tw2 + Tw
◦
4 + Tw6),
S2(z
◦, z◦) = 2(Tw3 + Tw
◦
5 + Tw6),
S2(y
◦, z◦) = −2Tw6.
Pour de´montrer que les conditions sur (a, b, c, d, e, f) entraˆınent que les formes de
Seifert entie`res associe´es aux germes f ′ et f ′′ ne sont pas isomorphes, il suffit de
ve´rifier que
det
(
S2(y
′, y′) S2(y
′, z′)
S2(z
′, y′) S2(z
′, z′)
)
6= det
(
S2(y
′′, y′′) S2(y
′′, z′′)
S2(z
′′, y′′) S2(z
′′, z′′)
)
ou encore, vu que Tw′4 = Tw
′′
5 et Tw
′′
4 = Tw
′
5, il suffit de ve´rifier l’ine´galite´ suivante
entre de´terminants∣∣∣∣Tw1 + Tw2 + Tw
′
4 + Tw6 −Tw6
−Tw6 Tw3 + Tw
′
5 + Tw6
∣∣∣∣ 6=
12
∣∣∣∣Tw1 + Tw2 + Tw
′
5 + Tw6 −Tw6
−Tw6 Tw3 + Tw
′
4 + Tw6
∣∣∣∣ .
On a, par construction, Tw′4 6= Tw
′
5, l’ine´galite´ entre de´terminants e´quivaut donc a`
l’ine´galite´
(Tw1 + Tw2 − Tw3)(Tw
′
4 − Tw
′
5) 6= 0 ou Tw1 + Tw2 6= Tw3,
qui donne apre`s simplification
d(ab+ ad+ be) 6= e(b2 + 2bd),
et cette condition est ve´rifie´e par hypothe`se.
Il reste a` de´montrer que les formes de Seifert rationnelles de g′ et g′′ sont Witt-
e´quivalentes. Ce point est une application imme´diate de [D-H, th. 1.12], vu que,
d’une part, les arbres TN(g
′) et TN(g
′′) pre´sentent les meˆmes halos et que, d’autre
part, les multiplicite´s d’intersection des branches de g′ sont, par construction, e´gales
aux multiplicite´s d’intersection des branches correspondantes de g′′. 
3.4. Exemples nume´riques.D’apre`s la proposition 2.1, les conditions sur (p, q, r, s),
m3 = m4, ν3 = ν4 et pgcd(p, q) = pgcd(r, s) = 1 sont ve´rifie´es par (p, q, r, s) =
(24, 7, 17, 6). Nous noterons f0, f
′
0, f
′′
0 les germes f, f
′, f ′′ associe´s a` cette valeur
de (p, q, r, s). Les arbres de de´singularisation avec multiplicite´s de f0, f
′
0, f
′′
0 , note´s
respectivement TN(f0), TN(f
′
0), TN(f
′′
0 ) et les arbres de ces germes ponde´re´s par les
nombres νi, note´s respectivement Tν(f0), Tν(f
′
0), Tν(f
′′
0 ) sont donne´s Figures 5 a` 9.
Les conditions n2 = n3 et ν2 = ν3 vues en 2.3 sont satisfaites par (a, b, c, d, e, f) =
(11, 3, 14, 3, 5, 12). Nous noterons g0, g
′
0, g
′′
0 les germes g, g
′, g′′ associe´s a` cette valeur
de (a, b, c, d, e, f). Les arbres de de´singularisation avec multiplicite´s de g0, g
′
0, g
′′
0 , note´s
respectivement TN(g0), TN(g
′
0), TN(g
′′
0) et les arbres de ces germes ponde´re´s par les
nombres νi, note´s respectivement Tν(g0), Tν(g
′
0), Tν(g
′′
0) sont donne´s Figures 10 a` 13.
Figure 5: TN(f0)
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Figure 6: TN(f
′
0)
Figure 7: TN(f
′′
0 )
Figure 8: Tν(f0)
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Figure 9: Tν(f
′
0) Tν(f
′′
0 )
Figure 10: TN(g0) Tν(g0)
Figure 11: TN(g
′
0)
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Figure 12: TN(g
′′
0)
Figure 13: Tν(g
′
0) Tν(g
′′
0)
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